Théorie des Codes TELECOMMUNICATIONS 1A
Feuille TD 5 - Codes cycliques

1  Caractérisation d’un code cyclique

1. Le code est linéaire et x = [x1,...,x,) € C <= Y"1 | x; <= [0, 21,...,2Zp_1] € C.

2. Onao™ =Id dot o' = 0" '. Soit v € C; comme o est stable dans C, o7 (z) =
o (z) e C.

3. Soit u=1[0,...,0,1,uy,...,u,] la derniére ligne de la matrice génératrice normalisée
G, de C. Comme C est cyclique, d’apreés la question précédente, v = o *1(u) =

1, ug,...,u.,0,...,0] € C.

Montrons que u, # 0. Comme C est cyclique, o'(v) € C pour i = 0,...,k — 1. Ces
k wvecteurs étant indépendants, il forment une matrice génératrice Gy du code C. Par
l'absurde, supposons u, = 0; alors la derniére colonne de Gy est nulle: donc tous les
mots de C' ont leur derniére composante nulle: ce qui est absurde puisque, comme C' est
cyclique, o~ (v) € C et a sa derniére composante égale a 1. On en déduit que u, # 0.

Soit alors m = ui.v qui appartient a C' car C est linéaire; m est de la forme m =
lag, a1, ... ,a,r=1,0,...,0].
Comme C' est cyclique, o'(m) € C pouri=0,...,k —1. Ces k vecteurs étant indépen-

dants, il forment une matrice génératrice Go du code C' de la forme demandée, qed.
4. P,y =X.Py(X) —up1.(X" = 1) = X.Py mod (X" —1).

5. x est une combinaison linéaire des lignes o'(m) de G¢; donc P, est une combinaison
linéaire des polyndmes Pyi(yyy. Or, d’apres la question précédente, Pui(yy = Xt.P, dans
UVanneau V[X]/(X™ —1). Done, dans 'anneau V[X]/(X™ — 1), P, est une combinaison
linéaire des polynémes X'P,,, tous multiples de P,, = g. Donc P, est multiple de g.

6. Porpm) = X*.g mod X" — 1. Comme C est cyclique et m € C, o*(m) appartient o C;

done Pyr(yy est combinaison linéaire des Pyi(yy = Xtgpouri=0,..., k—1.
Ainsi, il eziste (g, . .., ap1) : X¥.g =300 0, X7.g mod X"—1. Soit (X*—31") ;. X7).g =
0 mod X" —1, .

Comme (X% — Zi:ol ;. X") est unitaire de degré k, g est unitaire de degré n—k et X" —1
est unitaire de degré n, on en déduit que (X* — Zi:(} ;. X".g = (X" —1). Donc g est
un diviseur de X™ — 1.

7. Soitu=lug,...,u_1] € V¥ un mot source et P, = Zf:_ol w; X* son polynome associé. Le
mot de code associé & u est p(u) = u.Geo de polynome associé P, .. De part Uécriture
de G¢o a partir des coefficients de g(X), on a :

k—1
P,c. = Zui(Xig(X) mod X" — 1)
=0
k—1
= [g(X)O_wX")] mod X" 1
=0

= [g(X).Py(X)] mod X" —1 .

Le codage correspond donc a un produil de polyndmes par g, les degrés des mondomes étant
pris modulo n : en effet, calculer X™ — 1 revient a considérer que X" =1 = X°.



8.

On a déja vu que tout mot de code est multiple de g modulo X™ — 1. Or, comme g est
de degré r = n — k et diviseur de X™ — 1, il y a ezvactement |V |* multiples de g modulo
X™ — 1, qui sont obtenus en multipliant g par un polynéme de degré inférieur ou égal a
k—1. Comme Card(C) = |V|*, on en déduit que tout multiple correspond nécessairement
a Uun des |V|* mots de code.

Détection d’erreurs: pour chaque mot y recu, on considere le polynome P, associé. On
calcule Py, mod g : si =0, y € C et on ne détecte pas d’erreur. Sinon, on a détecté une
erreur.

La donnée des r = n — k coefficients de g définit une matrice Go unique et donc un code
linéaire unique. Or g étant un diviseur de X" — 1, C est stable par o donc cyclique.

Application: codes de Reed-Solomon

La borne de Singleton montre que 6 < n—k+1=r-+1; ainsi, la distance 0 =r +1 du
code de Reed-Solomon atteint la borne de Singleton pour un code linéaire.

Le code est de longueur 256-1=255. g est de degré r = 43 — 12+ 1 = 32; c’est donc un
code (255,223, 33).

Distance = 255-2253+1=33. Il est 16-correcteur.

Rendement = 223/255 ~ 87%. Taux de correction = 16/255 ~ 6%.

Chaque élément de Fom est codé sur m bits. La distance est inchangée. Le code binaire
C est un code (2™ —m, (2™ — 1 —r).m,r + 1).

Le code de Reed-Solomon peut corriger au mazrimum jusqu’a t = L%J chiffres de m
bits consécutifs, donc tout paquet qui ne perturbe pas plus de t chiffres de V' consécutifs
(chacun comportant m bits). Donc C' corrige tout paquet de longueur inférieure ou égale
aa (|5 —1) m+1.

On am =8 et r = 32. En temps que code binaire, ¢’est un code (8 x 255 = 2040, 8 x 223 =
1784, 33).

Le rendement=223/255=87% est inchangé.

Mais le taux de correction de bits n’est plus que de 16/2040 ~ 0.78%.

Le code permet de corriger tout paquet d’erreurs de longueur inférieure a 121 bits.



