Théorie des Codes TELECOMMUNICATIONS 1A
Feuille TD 4 - Codes correcteurs - Codes linéaires

1 Code de Hamming
1. p= % = =.

by = bz +bg+ by + big+ b1y + big + b5
by = bs+bg+ by + big + b1z + by + bis
Pour mettre sous forme canonique, on fait la permutation: s; = bz; So = bs; S3 = bg; S4 =

2. Le code est:

br;s5 = by; S = bio;s7 = bi1;8s = bi2;89 = bi3;s10 = big;s11 = bis;s12 = 013813 =
bo; 14 = by; s15 = bs; d’ou une matrice génératrice sous forme canonique G' = [I11x11; R]
[ 11 0 07
1010
0110
1110
1 001
avec R = 0101
1101
0 011
1 011
0111
| 11 1 1]
3. On calcule les 4 derniers bits de parité [s12;s13; 5145 515] = [S15...;511].R. Le mot codé
est alors: [s1;...;811; S12; S13; S14; S15) -

4. Soit [y1;...;y15) le mot regu; on caleule 0 = [yy;. .. y11].R—[y12; Y13; Yaa; Y15]. On détecte
une erreur ssi o # 0.

5. On calcule comme & la question précédente: o = [o1;09;05;04]. Si o # 0, soit j =
Z?Zl 2'.0;. On corrige alors Uerreur en complétant y; dans y.

2 Codage et décodage des codes linéaires
1.  Comme M est inversible, Im(M') = V*; d’on :

Im(MG) = {z". MG/z € V*} = {y*.G/y € Im(M")} = {y’.G/y e VF*} =C

2.
Ezistence: comme L est in versible, la matrice L™'.G = [I|L'R] génére C d’apres 1.

Unicité: Soit [I|T1] et [I|To] 2 matrices génératrices de C. Pour tout x € VF, [at, 2'T}] et
[z, ' Ts] sont donc dans C. Comme C' est un sev, leur différence [0x'(Ty — T3)] est aussi

dans C. Or, le seul elément de C' dont les k premiéres composantes sont nulles est 0.
Dou Vz € Vk . $tT1 = l‘tTg, 1.€. T1 = TQ.

T=L"'R



3.  Tout mot source u € V¥ (vecteur ligne) est codé par ¢(z) = uG' = [u,u.T).
Ainsi, on écrit u suivi de uT qui contient les chiffres de redondance. On a donc bien un code
systématique.

4%.  Soit x € C; alors Ju € V* : x = u[l|T).

Do oH' = w.[T|T). { N } .

Soit M = [I|T]. [ _7;. }; M est une matrice k x r et
Tl,j
Mi,j = [e(k)za T’i,la "'7T'i,r]- : (1)
Tk
—ey)
T17J
= [e®)]. | HTots oo T (=) (2)
Tk
=T, —Ti, (3
=0 (4)

I,
T ;
La composante j (1 < j <r) donne alors: [x1,...,zk]. : — Tpyj =0
Tk
T ;
Soit Xy = [x1,. .., 28] :
Tk
Dot [Xpi1y o Thrr] = [T1, .-, 2] T
Finalement on a : [x1,...,2,] = [21,. .., 2] .[Ie|T] = [21, ..., 2%].G'; ainsi x € C.

5.  Sion recoit y € V", il suffit de calculer le syndrome d’erreur Hy :
e si Hy =0, alors y € C et on ne détecte pas d’erreurs;

e sinon Hy # 0: y & C et on détecte une erreur.

a. H peut étre vue comme la matrice génératrice d’un code Cy(n,r) sur V; donc |Im(H)| =

Card(Cy) = |V".

b. Comme C' est t-correcteur, x/dy(x,y) < t. Comme dy(z,y) = wy(z —y) = wy(e), on
en déduit : le/wy(e) < t.
De plus He = Hy — Hx = Hy car Hx = 0.

c. On tabule toutes les valeurs (H.e,e) pour tous les e tels que wy(e) <t dans une table de
hachage, la clé étant le syndrome H.e. Il y a 3. (|V| — 1)'C! entrées dans la table; d
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chaque élement de clef z; de Im(H ) ; correspond dans la table l’élément unique e; € V"
de poids minimal tel que He; = z;i.

La correction est alors triviale : quand on regoit y, on calcule le syndrome s = H.y et
[’on cherche dans la table de hachage ce syndrome; on trouve ainsi e; de poids minimal
tel que H.e; = s. On corrige les erreurs en renvoie x =y + e;.

Codes de Golay

Code (12,6,6). On remarque que R est symétrique.

On vérifie que sir et s sont deux lignes quelconques de G, alors r.s = 0; donc Gi1o C Gi5.
Or Gio et Gi5 ont la méme dimension (12,6); ils sont donc égaur.

Il ne peut pas étre parfait car il est de distance paire (= 6).
(En effet: soit x et y 2 mots de code situés a une distance 6; on construit facilement un
mot de FY* o une distance 3 de x et y, donc impossible & corriger de maniére unique).

Gh1 = [Is| R5) avec

01 111
101 2 2
1101 2
It = 1 2101
1 2210
112 2 1|

Comme Gyo est de distance 6, Gy est de distance au moins 5. La premiére ligne est de
poids 5 (car la ligne 1ére ligne de Rest de poids 4). Or toutes les lignes sont des éléments
du code. On en déduit que le code posséde un mot de poids 5. Il est donc de distance 5.
Le code est donc (11,6,5).

Comme Gy1 est de distance b, il est 2-correcteur. Ainsi, les boules de rayon 2 centrées
sur les mots de Gyy sont disjointes et forment un sous-recouvrement de Fi', de cardinal
3%(1 4 2.0}, + 22.C%)) = 177147.

Or card(F}') = 31" = 177147; le sous-recouvrement est en fait un recouvrement.
Le code est donc parfait.



