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Codes equivalents, étendus raccourcis

C: code (n,k,d) surV
Def 1: code équivalent : C’ obtenu par
— Permutation de positions dans tous les mots de C
— Permutation de symboles de V dans tous les mots de C
C’ a méme distance et rendement que C
Def 2: code étendu : C’ obtenu par ajout d’un chiffre de parité:
C = {cl... ¢, Cutqey...c,€ECetet...+c,, =0 }
Def 3: code poingonné : C’ obtenu en supprimant une position:
C’ = poingonné(C,i) ={c1...ci_l Ciop---Cotq cy...c € C}
si on poingonne m positions: d’ > d-m
Def 4 : code raccourci : soit s € Vet 1 <i<n fixés:

C’ =raccourci(C,1,s) Z{cl...ci_l Cirp---Cutq Cyen. €y S Cyenn €, € C}
onad’ >d




Code de Hamming binaire

Code binaire parfait 1-correcteur

Siily a0 ou I erreur de bits => n+1 possibilités

Au moins r = log, (n+1) bits pour coder une erreur possible
Code de Hamming: code (2'-1, k=2"-r-1, d=3)

c;... ¢, défini par :

Sii# 2ialors ¢, est un bit de source

— Sii=2ialors c; est un bit de contrdle de parité = somme des c, tel que k écrit
en binaire a un 1 en position j

— Exemple code de Hamming (7,4)

Détection: si au moins un des bits de parité est erroné

Correction: on change le bit d’indice la somme des indices des bits
de parité erronés

I1. Codes linéaires

» Hypothese sur V = vocabulaire source : corps
 Code linéaire - caractérisation

» Codage et déecodage d’un code lin€aire




Hypothese sur le vocabulaire V du canal

* V est muni d’une structure de corps fini :
solenta,b& V : ey, e, atb, -a,a*b,abeV

* Possible ssi |[V| = p™ avec p premier
Soit q =p™: V est alors isomorphe a GF,
— Exemple: V= {0,1} ; V={mots de 32 bits}

* Implantation

— GF_ isomorphe a (Z/pZ[x])/Q(x) avec Q polynome irréductible de
degré m a coefficients dans Z/pZ

— NB avec p= 2: facile a implanter avec des registres a décalage !

Code linéaire

* V corps => V" est un espace vectoriel

Définition : code linéaire <> sev de V2 de dim k

- Si X:[XOa e X n—l] EC’ y:[YO’ e Y n—l] eC
=> X+y :[X0+yo,. o X n_1+y n_]] EC

C est engendré par une matrice génératrice G

C=Im(G)
G-=

saudy )

n colonnes




Exemple 1

« V= {a=00, b=01, c=10, d=11}

* Code (6,4) engendré par G

01|10 |11 |10 |11 {00
10|11 10 (00 |01 |10

10|01 |11 |10 |11 |10
01|10 |11 [11]10 01

Exemple 2: code de Hamming (7,4)

» C’est aussi un code linéaire sur V = {0,1}
1{1{1]0[0]0|0

engendré par G=|1/0/0]11 1070
o[1]0l1|0[1]0

1{1{o[1[0]0|1

0
0

* Remarque: il est équivalent aux codes de matrices
génératrices G’=L.G.P avec L inversible et P permutation.
Par exemple:

1 1 1 1 of 10 1
G— 1 1| 0o 1 G= 1 10 1
1 1| 1 1 1 1

11111 1111




Distance d’un code linéaire

dlen{dH(X3Y)9VX9yEC}
=Min { wy(x-y); VxyEC}
=Min {wy(z);VzEC}

Borne de Singleton : d = n-k+1 =r+1

On peut donc corriger :
— jusqu’a (d-1)/2 erreurs quelconques
— Jusqu’a (d-1) erreurs localisées (effacements)

Code MDS:

— distance maximale: atteint la borne de Singleton: d = r+1

* Rem: d = nbre minimal de cols indép. de H

Décodage d’un code lin€aire

Un code linéaire est équivalent a un code de matrice
génératrice G = [1d, | A ]

code( [sy, ..., Si_1] ) =s.G =[cy,..., C_1» Cy---» C,1] OU:

[Co- s Chr] = [Sgs -+-» S qd
et [Ck- s Coqd = [Sgs -5 S ]-A=[cp, ..s ¢4 ]-A

Intérét: coiit de codage : calcul de c=s.G => O(k.r) opérations

De plus: [cy..., ¢, ].1d, - [Cps ---5 S ].A =[0], 4

Soit (en transposant) Ct = O, r.e. H.ct=0

On a aussi: HGt =0 H = Matrice de controle de
dimension (n-k, n)




Détection d’erreurs

* On émet X et on regoit y;
y est un mot de code < H.y'=0

» Syndrome d’erreur : s = H .y
s = (0 =>1il y eu erreur de transmission

« Exemple: matrice de controle du code de Hamming.

Correction d’erreurs

o X=[X;..X,] émis ; y=][y,..y,] recu

» Corriger y <>trouver x tq Xx=y- ¢ appartient au code avec ¢ = vecteur de
correction (=erreur) de poids minimum

e Or: s=H.y'=Hx'+H.e'=H.¢e
Le syndrome donne toute 1’information pour corriger :
e = vecteur d’erreur de poids minimal tel que H.e! =s

*  Deux méthodes possibles :
— Localisation des erreurs puis résolution du systéme linéaire H.e! =s
— Par tabulation de la correction e associé a chaque syndrome possible
» on stocke dans un tableau Cor[s] := e pour chaque syndrome s
« Ex:V={0,1), n=64 k=52:
On peut recevoir un mot parmi 2% mots possibles, dont 264 - 252 mots erronés
mais seulement 2'2=4096 syndromes possibles !
donc table des corrections de taille 4096




Bons codes

 Facile et efficace a implémenter
— Codage et décodage (détection/correction) peu cotiteux
— logiciel et/ou matériel
— Exemple: codes linéaires cycliques

» Etant donné un taux de correction « t/n » donné,
pouvoir facilement construire un code (n,k,d) qui permet
ce taux de correction

— Exemple: codes de Reed-Solomon




